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Ðèñ. 1à


Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû òðè ïðÿìûå, êîòîðûå ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ À, Â è Ñ (ñì. ðèñ. 1à). 

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò ýòèõ ïðÿìûõ? 
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Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ Â è Ñ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ñì. ðèñ. 1á). Òàê êàê ñóììà óãëîâ, îáðàçîâàííûõ èìè ñî ñòîðîíîé ÂÑ, ìåíüøå, ÷åì 180(, òî ýòè áèññåêòðèñû ïåðåñåêóòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå Q. Òîãäà òî÷êà Q ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ ÀÂ, ÀÑ è ÂÑ. Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ äðóãèå ïàðû âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ïîëó÷èì åùå äâå òî÷êè, îáëàäàþùèå òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. 


Òàêèì îáðàçîì, ïîìèìî öåíòðà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, ñóùåñòâóþò, ïî êðàéíåé ìåðå, åùå òðè òî÷êè, ðàâíîóäàëåííûå îò çàäàííûõ ïðÿìûõ. Êàæäàÿ èç ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí. Òàêèå îêðóæíîñòè íàçûâàþò âíåâïèñàííûìè äëÿ äàííîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.


Óïðàæíåíèÿ. 
1)
 Äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò ïðÿìûõ ÀÂ, ÀÑ è ÂÑ, íå ñóùåñòâóåò (òî åñòü èõ ðîâíî ÷åòûðå).

[Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÷àñòè ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûå óãëàìè, âåðòèêàëüíûìè óãëàì òðåóãîëüíèêà. Â íèõ íå ìîæåò áûòü òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò òðåõ ïðÿìûõ]


2)
 Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà Q ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà ÂÀÑ (ñì. ðèñ. 1á).
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[Òî÷êà Q ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ ÀÂ è ÀÑ]


3)
 
Ïóñòü
 
I
 – 
öåíòð âïèñàííîé îêðó
æíîñòè
. 
Âû÷èñëèòå óã
ë
û
 
Â
I
C
 
è 
ÂQC, åñëè (ÂÀÑ = (.

[(Â
I
C = 90( 
+
 0,5(
; 
(ÂQC = 90( – 0,5(]



Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî óãîë ìåæäó á
èññåêòðèñàìè âíóòðåííèõ óãëîâ – îñòðûé, à ìåæäó áèññåêòðèñàìè âíåøíèõ óãëîâ – òóïîé.


Ïî÷åìó ñóììà ýòèõ óãëîâ ðàâíà 180
(
? 



[
Óãëû 
IBQ
 
è 
ICQ
 – 
ïðÿìûå
]



Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 
òî÷êè B è Ñ ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì IQ. 
Ãäå ëåæèò öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè
? 
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,
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 è ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì 
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«
òðåçóáöå
»
 èëè 
«òðèëèñòíèêå».
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Ðèñ. 2


Äåéñòâèòå
ëüíî
, 
ï
óñòü (BAC = (; (ABC = (
 
Ñ
 (ñì. ðèñ. 1â
).
 Óãîë BIM – âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà AIB, çíà÷èò, (BIM = (IAB + (IBA = 0,5(( + (). Êðîìå òîãî, (IBM = (IBC + (MBC = 0,5( + 0,5(, òàê êàê (MBC = (MAC = 0,5( (âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ). Ñëåäîâàòåëüíî, (BIM = (IBM, òî åñòü, MI = MB.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî MI = MC, çíà÷èò, Ì – öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BIÑ, à òî÷êà Q ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè, òî åñòü, òî÷êè B, C, I è Q ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì M.


4) 
Ïóñòü 
î
êðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû ÂÑ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ â òî÷êå Ì, à ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ÀÂ è ÀÑ – â òî÷êàõ N è Ð ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.2). Âïèñàííàÿ â ýòîò òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû ÂÑ â òî÷êå Ê, à ñòîðîíû ÀÂ – â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî:


à
) ÂÊ = ð – b, ãäå ð – ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, b – äëèíà ñòîðîíû ÀÑ
; á
) AN = p.


[
Èç ðàâåíñòâà îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê îêðóæíîñòè èç îäíîé òî÷êè, ïîëó÷èì: AN = AL, BK = BL è ÑN = CK. Ñóììà ýòèõ øåñòè îòðåçêîâ ñîñòàâëÿåò ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ïîýòîìó, AN + ÂÊ + CN = p. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AN + CN = b, 
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî à)
. Ïðèìåíÿÿ ýòó æå òåîðåìó îá îòðåçêàõ êàñàòåëüíûõ ê äðóãîé îêðóæíîñòè, ïîëó÷èì: ÀÐ = AT, BM = BP è ÑM = CT. Òîãäà ÐÀÂÑ = ÀÂ + ÀÑ + ÂÑ = ÀÂ + ÀÑ + ÂM + CM = ÀÂ + ÀÑ + ÂP + CT = ÀÐ + AT = 2AP, 
îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå á)
]
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Ïðèìåð
. Îáúÿñíèòå, êàê ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî óãëó, âûñîòå, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû ýòîãî óãëà, è ïåðèìåòðó.


Ðåøåíèå. Ïóñòü èñêîìûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, â êîòîðîì çàäàíû (ÂÀÑ = (, âûñîòà AD = h è Ð(ÀBC = 2p, ïîñòðîåí. Ïðîâåäåì åãî âíåâïèñàííóþ îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ÀÑ è ÀÂ â òî÷êàõ K è M ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà AK = AM = p (ñì. ðèñ. 3). Êðîìå òîãî, êàñàòåëüíàÿ ÂÑ ê ýòîé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè h îò òî÷êè À. 


Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå: 1) ñòðîèì óãîë À âåëè÷èíû (, íà åãî ñòîðîíàõ îòêëàäûâàåì îòðåçêè AK = AM = p, ïîñëå ÷åãî ñòðîèì îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ ñòîðîí óãëà â ýòèõ òî÷êàõ; 2) ñòðîèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì À è ðàäèóñîì h; 3) ñòðîèì îáùóþ âíóòðåííþþ êàñàòåëüíóþ ê äâóì îêðóæíîñòÿì, êîòîðàÿ ïåðåñå÷åò ñòîðîíû óãëà â èñêîìûõ òî÷êàõ Â è Ñ. 

Îòìåòèì, ÷òî, â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè, çàäà÷à ëèáî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (òàê êàê îáùèå âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå ê äâóì îêðóæíîñòÿì ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà ÂÀÑ), ëèáî íå èìååò ðåøåíèé.




Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ


1. 
Äîêàæèòå, ÷òî: 



à) îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êîé êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè è ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíû
,
 äåëèò 
òðåóãîëüíèê
 
íà äâà òðåóãîëüíèêà ðàâíîãî ïåðèìåòðà
; 



á) òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ýòîé ñòîðîíû.


2. Îáúÿñíèòå, êàê ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ABC, çíàÿ ïîëîæåíèå òðåõ òî÷åê A1, B1 è C1, ÿâëÿþùèõñÿ öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC.


3
. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ îäíîé èç âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâåí ïîëóïåðèìåòðó òðåóãîëüíèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò òðåóãîëüíèê – ïðÿìîóãîëüíûé.


4
. ÀÂÑD – ïàðàëëåëîãðàìì. Âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è ÀÑD êàñàþòñÿ ñòîðîí ÂÑ è CD ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè èõ êàñàíèÿ ñ ïðÿìîé ÀÑ ñîâïàäàþò.


5
. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñóììà êàòåòîâ ðàâíà ñóììå äèàìåòðîâ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé. 

á) Îòðåçîê, îòëè÷íûé îò äèàãîíàëè, ðàçáèâàåò êâàäðàò íà äâà ìíîãîóãîëüíèêà, â êàæäûé èç êîòîðûõ âïèñàíà îêðóæíîñòü. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà, åñëè ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ðàâíû R è r (R > r).


6
. Äàíû óãîë è òî÷êà, ëåæàùàÿ ìåæäó åãî ñòîðîíàìè. Îáúÿñíèòå, êàê ïîñòðîèòü ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó òàê, ÷òîáû îíà îòñåêàëà îò äàííîãî óãëà òðåóãîëüíèê ñ çàäàííûì ïåðèìåòðîì.


7
. Äàí òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Íà ëó÷àõ ÀÂ è ÀÑ (âíå òðåóãîëüíèêà) ïîñòðîåíû òî÷êè À1 è À2 ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ÂÀ1 = ÑÀ2 = ÂÑ. À0 – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ ÂÀ2 è ÑÀ1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç À0 ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîé ÂÑ, ñîäåðæèò öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ.


8
. Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ðàäèóñ îäíîé èç âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâåí ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè?


9
. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABD êàñàåòñÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AD è AB â òî÷êàõ M è N. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà MN ñî ñòîðîíàìè BC è CD ëåæàò íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCD.


10
. Îáúÿñíèòå, êàê ïîñòðîèòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD ïî äâóì ñòîðîíàì AB è AD è äâóì óãëàì B è D, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â íåãî ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ

� EMBED PBrush  ���

Ðèñ. 
4


1. Ñì. ðèñ. 2. à) PABM = AB + BM + AM = AN + AM = AP + AM = AC + CM + AM = PACM.; á) Òàê êàê AT = p, òî è ÑM = CT = AT – AC = p – b = BK.

2. Ïóñòü èñêîìûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ïîñòðîåí. Öåíòð êàæäîé åãî âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ áèññåêòðèñ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ. Ïðîâåäÿ èõ, ïîëó÷èì òî÷êè À1, Â1 è Ñ1
 (ñì. ðèñ. 4
).

Òàê êàê áèññåêòðèñû âåðòèêàëüíûõ óãëîâ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî âåðøèíû À, Â è Ñ èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà À1Â1Ñ1. Êðîìå òîãî, òàê êàê áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíà áèññåêòðèñå âíóòðåííåãî óãëà, ïðîâåäåííîé èç òîé æå âåðøèíû, òî À1À(Â1Ñ1, Â1Â(À1Ñ1, Ñ1Ñ(À1Â1. 


Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ òðåóãîëüíèêà A1B1C1 è åãî âûñîò.


Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò óïðàæíåíèÿ 3, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå (ïðè÷åì åäèíñòâåííîå) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðåóãîëüíèê À1Â1Ñ1 – îñòðîóãîëüíûé.

Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ïîëåçíûé ôàêò: âåðøèíû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé äëÿ åãî îðòîòðåóãîëüíèêà (òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îñíîâàíèÿìè âûñîò).


� EMBED PBrush  ���

Ðèñ. 5


3. 
Ïóñòü âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABÑ ñ öåíòðîì Q è ðàäèóñîì R êàñàåòñÿ ñòîðîíû AB è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí ÑÀ è ÑÂ â òî÷êàõ D è Å ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 5). Òîãäà ÑD = CE = � EMBED Equation.3  ���. 


1) 
Åñëè (ÀÑÂ = 90(, òî CDOE – êâàäðàò, çíà÷èò, � EMBED Equation.2  
�
�
�; 2)
 
Îáðàòíî, åñëè � EMBED Equation.2  
�
�
�, òî èç ðàâåíñòâà Ð(ÀÂÑ = 2ÑD = 2ÑÅ ñëåäóåò, ÷òî R = ÑÅ = CD. Òîãäà CDOE – êâàäðàò, ñëåäîâàòåëüíî, (ÀÑÂ = 90(.
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Ðèñ. 6à


4.
 
Ïóñòü âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ êàñàåòñÿ ïðÿìîé ÀÑ â òî÷êå K. Òîãäà AK = � EMBED Equation.2  
�
�
�. Àíàëîãè÷íî, åñëè M – òî÷êà êàñàíèÿ äðóãîé îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé ÀÑ, òî AM = � EMBED Equation.2  
�
�
�. Òàê êàê ÀÂÑD – ïàðàëëåëîãðàìì, òî òðåóãîëüíèêè ÀÂÑ è ADC ðàâíû, çíà÷èò ðàâíû è èõ ïåðèìåòðû. Ñëåäîâàòåëüíî, AK = AM, òî åñòü òî÷êè K è Ì ñîâïàäàþò. 


5. à) Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I ðàäèóñà r, âïèñàííóþ â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ((Ñ = 90(, ñì. ðèñ. 6à). Ïðîâåäÿ ðàäèóñû IA1, IB1 è IC1, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì, ÷òî IA1CB1 – êâàäðàò, çíà÷èò, ÀB1 = b – r; BA1 = a – r. Êðîìå òîãî, ÀB1 = ÀÑ1 è BA1 = BÑ1, çíà÷èò, a – r + b – r = ñ = 2R, ãäå R – ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, a + b = 2R + 2r, ÷òî è òðåáîâàëîñü. 



Ðèñ. 6á


á) Îòâåò R – r.
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Ðèñ. 7


Çàìåòèì, ÷òî äàííûé îòðåçîê íå ìîæåò ðàçáèâàòü êâàäðàò íà äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ïîñêîëüêó ýòè ÷åòûðåõóãîëüíèêè áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè òðàïåöèÿìè, ó êîòîðûõ ñóììà áîêîâûõ ñòîðîí áîëüøå ñóììû îñíîâàíèé. Òàê êàê R ( r, òî äàííûé îòðåçîê íå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ êâàäðàòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò îòðåçîê MK ðàçáèâàåò êâàäðàò ÀÂÑD íà òðåóãîëüíèê è ïÿòèóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 6á). Òîãäà, îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïÿòèóãîëüíèê MÂÑDK, ÿâëÿåòñÿ âíåâïèñàííîé äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AMK è ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ, âïèñàííîé â êâàäðàò. Èñïîëüçóÿ, ÷òî Ð(ÀMK = 2R è ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ÷åðåç åãî ñòîðîíû, � EMBED Equation.2  ���
 (ñì. ïóíêò à
), ïîëó÷èì, ÷òî MK = Ð(ÀMK – (AM + AK) = 2R – (2r + MK). Ñëåäîâàòåëüíî, MK = R – r.


6
. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíû óãîë Î è òî÷êà Ì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñêîìàÿ ïðÿìàÿ ÀÂ ïîñòðîåíà, òî åñòü òðåóãîëüíèê ÀÎÂ èìååò çàäàííûé ïåðèìåòð Ð. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ ñòîðîí äàííîãî óãëà è îòðåçêà ÀÂ
 (ñì. ðèñ. 7
). Ïóñòü K è L – òî÷êè êàñàíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè óãëà, òîãäà OK = OL = 0,5P.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà KOL (ñòîðîíó KL êîòîðîãî ìîæíî íå ïðîâîäèòü) è îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîí äàííîãî óãëà â òî÷êàõ K è L. Ïîñëå ýòîãî ÷åðåç òî÷êó Ì ïðîâîäèòñÿ êàñàòåëüíàÿ ÀÂ ê ýòîé îêðóæíîñòè. 
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Ðèñ. 8
à



Îòìåòèì, ÷òî, çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè Ì, çàäà÷à ìîæåò èìåòü äâà ðåøåíèÿ, îäíî ðåøåíèå èëè íå èìåòü ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, òî÷êà Ì ìîæåò áûòü çàäàíà è âíå óãëà èëè âìåñòî òî÷êè ìîæíî, íàïðèìåð, çàäàòü ïðÿìóþ è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû èñêîìàÿ ïðÿìàÿ áûëà åé ïàðàëëåëüíà.


7
. Ïóñòü I – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, Ia – öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû ÂÑ
 (ñì. ðèñ. 8
 à, á).


Ïåðâûé ñïîñîá. ÂIa è ÑIa – áèññåêòðèñû âíåøíèõ óãëîâ Â è Ñ äàííîãî òðåóãîëüíèêà. Ïî óñëîâèþ, òðåóãîëüíèêè À1BC è À2CB – ðàâíîáåäðåííûå, ïîýòîìó ÂIa ( À1C è ÑIa ( À2Â (ñì. ðèñ. 
8
à). Ñëåäîâàòåëüíî, Ia – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âûñîò òðåóãîëüíèêà À0BC, çíà÷èò òðåòüÿ âûñîòà ýòîãî òðåóãîëüíèêà ëåæèò íà ïðÿìîé À0Ia, òî åñòü À0Ia ( ÂC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.


�



Ðè
ñ. 
8
á


Âòîðîé ñïîñîá. Òàê êàê òðåóãîëüíèê À1ÂÑ – ðàâíîáåäðåííûé, òî �EMBED Equation.3���, òî åñòü îòðåçîê À1Ñ ïàðàëëåëåí áèññåêòðèñå BI 
(ñì. ðèñ. 8
á). Àíàëîãè÷íî, îòðåçîê À2B ïàðàëëåëåí áèññåêòðèñå ÑI. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê À0BIC ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì. Ïîýòîìó îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷åê I è À0 íà îòðåçîê �EMBED Equation.3���, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî åãî ñåðåäèíû – òî÷êè A’. Ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé ÂÑ, ïîýòîìó ðàäèóñ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó À0 ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ÂÑ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïðÿìàÿ ñîäåðæèò öåíòð Ia âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.
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8
. Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.
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Ðèñ. 1
0



Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñ ïðÿìûì óãëîì Ñ
 (ñì. ðèñ. 9
). Ðàäèóñ R åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí ìåäèàíå ÑÌ (ñîâïàäàþùåé ñ âûñîòîé òðåóãîëüíèêà). Öåíòð Q åãî âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ êàòåòà ÂÑ, ëåæèò íà áèññåêòðèñå âíåøíåãî óãëà Ñ, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà ÀÂ. Ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè Q äî ïðÿìîé ÀÂ, òî åñòü ðàâåí R. 
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9
. Ïóñòü îòðåçîê MN ïåðåñåêàåò ñòîðîíû ÂÑ è CD ïàðàëëåëîãðàììà â òî÷êàõ Ð è Q ñîîòâåòñòâåííî, à F – òî÷êà êàñàíèÿ äàííîé îêðóæíîñòè ñ îòðåçêîì BD (
ñì. ðèñ. 10
). Òàê êàê òðåóãîëüíèêè ABD è CDB ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà BD, òî ñèììåòðè÷íû è òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííûõ â ýòè òðåóãîëüíèêè îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé BD. Èñïîëüçóÿ òàêæå äëÿ òðåóãîëüíèêà ABD ñèììåòðèþ òî÷åê êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíîé BD, ïîëó÷èì, ÷òî F – òî÷êà êàñàíèÿ ñ ýòîé ñòîðîíîé îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê CDB. Òðåóãîëüíèê MAN – ðàâíîáåäðåííûé (ÀÌ = AN), BP || AM, çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ÐÂN – òàêæå ðàâíîáåäðåííûé, òî åñòü BP = BN = BF. Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëüíîñòü DQ è AN, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî DQ = DM = DF. Èç òîãî, ÷òî BP = BF è DQ = DF, ñëåäóåò, ÷òî P è Q – òàêæå òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê BCD, ñ åãî ñòîðîíàìè.


Ðèñ. 1
1



10
. Ïóñòü èñêîìûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ïîñòðîåí, Î – öåíòð âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 1
1
). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî AD > AB. Ðàññìîòðèì ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ÀÎ. Òàê êàê ÀÎ – áèññåêòðèñà óãëà ÂÀD, òî òî÷êà B’ – îáðàç òî÷êè B ëåæèò íà îòðåçêå ÀD è B’D = AD – AB. Ïóñòü M – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé ÂÑ, è ñòîðîíû CD, òîãäà (MB’D = 180( – (B. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ïîñòðîåíèå ñâåäåòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîãî òðåóãîëüíèêà B’MD ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì óãëàì è ïîñòðîåíèþ òî÷êè Î, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ýòîãî òðåóãîëüíèêà, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BM. 


Îòìåòèì, ÷òî åñëè ÀÂ ( AD, òî çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå; åñëè ÀÂ = AD è (Â = (D, òî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî; åñëè ÀÂ = AD è (Â ( (D, òî ðåøåíèé íåò.
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